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SOLUTIONS APPROXIMATIVES DE 
L’EQUATION DE DIFFUSION THERMIQUE 

DAG THULIN 
Skjutarevlgen 5, S-772 00 Cringesberg, Sutde 

(Recu le 24 juillet 1973) 

R&urn&Les solutions de 1’6quation de la diffusion thermique sont don&es par une mkthode intkgrale. 
Le profil de la tempkrature est reprtsentt approximativement par un polynbme. 

Les cas trait&s sont: (a) L’entrke en echelon de la tempkrature B la surface; (b) La convection; 
(c) Le rayonnement. Ceci pour des plaques, des cylindres, des sphicres et des corps composes par leurs 

intersections. 

NOTATIONS 

diffusivitk thermique fi [m’/s] ; 
. P 

cf. Cquation (36); 

coefficients, c.f. irquation (9); 

c.f. Cquation (37); 
nombre de Biot (ou de Nusselt) 

Ci.R a.F.Tg4.R 

iou 2 
[sans dimensions] ; 

chaleur massique g pression constante 

[J/WC] ; 
c.f. tquation (38); 
facteur d’kchange de rayonnement 
[sans dimensions]; 
nombre de Fourier at/R’ [sans dimensions]; 
fonction gknitrale; 
p&&ration (distance de la surface) [m]; 

pCnCtration relative l/R [sans dimensions] ; 
coefficients, c.f. tquation (39); 

coefficient, c.f. tquation (7); 
rayon ou distance au centre [m] ; 
temps [s] ; 
tempkrature [K] ; 

tempkrature relative T/T, [sans dimensions] ; 
variable, c.f. Cquation (32); 
c.f. Cquation (47); 
coordonnCe [m] ; 
distance relative de la surface x/l (pour r(t) = 
R :x/R) [sans dimensions] ; 
coordonnke [m] ; 
coordonn&e [m] ; 
coefficient superficiel de transmission thermi- 
que par convection [W/m2”C] ; 
tempkrature [“Cl ; 

0, diff&ence relative de temperature ~ 

[sans dimensions] ; 
conductivitC thermique [W/m’C] ; 
densiti: [kg/m31 ; 
constante de St&fan, 5,7.10-* [W/m2K4]. 

Indices 

9, gaz, ambiant ; 

1, initial; 

c, centre; 

0, independant de la tempkrature; 

S, surface; 

1, le profil juste pCnCtr6 au centre. 

3-3i 

3,-3i 

1. INTRODUCTION 

LA SOLUTION de I’irquation de diffusion thermique ne 

peut &tre obtenue que dans quelques cas par des solu- 
tions analytiques. Dans les autres cas, il faut rCsoudre 
les Cquations B l’aide de mtthodes numkriques, ce qui 
nkcessite beaucoup de temps (ou de dCpense, si l’on 
utilise un ordinateur). La mkthode intkgrale peut etre 
une alternative pratique, si une rCponse absolument 
exacte n’est pas ntcessaire. Elle a 6tt: d’abord utiliste 
dans la thkorie de la couche limite en convection for&e 
(voir par exemple Pohlhausen [ 11). Goodman [2,3] et 
Hills [4] l’ont employCe pour calculer la solidification. 
Siddal [5] a trouvC des solutions dans quelques cas. 
Le premier exemple, d’une plaque avec entrte en 
kchelon de la tempttrature g la surface, est trait6 par lui. 

2. THEORIE 

L’kquation de diffusion thermique d’une plaque 
unidimensionelle est 

(?3 i: /. as\ 
(1) 
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06 p est Ia densite 
cp est la chaleur massique a pression constante 
9 est la temperature 
A. est la conductivite thermique 

X est la coordonnee. 
Nous inttgrons cette equation de la surface (x = 0) 
jusqu’au milieu du solide (x = R): 

Supposons que le gradient de temperature 69/6x soit 
nul a une certaine distance I(t) de la surface, ce qui est 
une approximation convenable. 

L’equation (2) prend maintenant la forme: 

ou 9i est la temperature initiale. 
Mais pour une fonction gentkale H, on sait que 

?H dH ?H dl 

i’t dt (71 dt 
(4) 

de sorte que 

$ 
s 
‘1 (9_3i).d,-(S,=,-,~i).bi= - a.: x=o (5) 
x 0 i 1 

A 
on a est la diffusivite thermique, --. 

P.C, 

Supposons que :3,=r = 3i (OU, si I(t) = R = distance 
au centre, que dlJdr = 0), ce qur est une approximation. 
On a alorf 

(6) 

La valeur maximale de I(t) est &gale a R. C’est cette 
equation integrale que nous utitiserons. Dans des cas 
plus gtneraux, comme les coordonnees radiales cylin- 
drique et spherique, l’equation de diffusion thermique 
s’kit : 

A9 ^ 
x<R:~.~ . ..-=" 

p ?t i;X 
471 

ou n = 0 pour une plaque 
n = 1 pour un cylindre 
n = 2 pour une sphere. 

De la mCme man&e que ci-dessus, nous obtenons 
l’equation inttgrale: 

Supposons maintenant que le profil de la temperature 
ait la forme d’un polynome, 

9 = ho+h,x~hzX2+h3X3_t_hqX4+... (9) 

06 les coeflicients h sont fonction du temps. Pour 

resoudre les termes de ce polynome il faut que nous 
ayons autant de conditions aux limites que le nombre 

de termes de ce polynbme. 
Deux de ses conditions aux limites ont Cte deja 

utilisees pour obtenir l’equation integrale, ?!)J??x = 0 
et 3 = 9i pour une distance [(t) de la surface. 

3. ENTREE EN ECHELON DE LA TEMPERATURE 

A LA SURFACE 

Conditions aux limites pour t > 0 

x = 0 : 3 = 9, 
(Ss est la temperature ambiante) 

.Y = I(t) 13 = 3i 

X=R :?=(), 

(7X 

Le profil de temperature don& par l’equation (9) est 
(c.f. Fig. 1): 

3i~~(tI:O=0,+(l-~0,).(l--:)2 

x 2 l(t): 0 = 0 (10) 

oti .G est la distance relative x/l (pour l(t) = R : x/R) 
0 est la difference relative de temperature. 

De l’equation (8) nous obtenons: 

Plaque T < 1: Fo = T2J12 (11) * 
I = I: @= 1 -exp(-3(Fo-Fo,)) (12) 

CyIindre ? < I: Fo = T2j12-f3J36 03) 

T = 1: O,= 1 -exp(-S(Fo-Fo,)) (14) 

Sphere 7 < 1: Fo = ~2/12-~3/18+~4J80 (15) 

7 = 1: O,= 1 -exp(- 15(Fo-Fo,)) (16) 

oti Fo est le nombre de Fourier at/R* et ? est l(t)JR. 

Pour T <: 1, 0, = 0. 
Fo, est le nombre de Fourier quand I(t) est arrive 

au centge (solutions des equations (ll), (13) et (15) 

quand I = 1). Pour tous les cas de cette methode 
a = agz4. 

3.2 MPthodr 2 
En plus des conditions aux limites de la mtthode 1 

nous supposons que l’equation de diffusion thermique, 
equation (7) est valable a la surface. x = 0. 
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Now obtenons: 

Plaque 
x ZG r(t): 0 = 0,+(1-0,).(1-:.:+:.:3) 

x > I(t): 0 = 0 

r < 1 : 0 =o, Fo = T2/8 

T= 1 :@,=l-exp(-Y(Fo-Fo,)) 

Cylindre 

(17) 

(18) 

(19) 

T=l :@,=l-exp(-Y.(Fo-Fo,)) (22) k 

Sphere 
x~r(t):o=o,+(1-0,).(1-:-:2+:3) 

x>l(t):@=O 1 
* 
/ < 1 :@=O, 

Fo=~.72-&.~3+&.T4 
T= 1 

:@,=l-exp(-lO.(Fo-Fo,)). 

FIG. 1. Partie des kquations des profils dkpendant seulement 

(23) 
de la distance de la surface 

1. l-:-:2+? mkthode 2, 

2. 
(24) 

1 -$-@+$x3 

sphkre 

mkthode 2, cylindre 
3. 1 (l-i)* -:p++:3 mCthode 2, plaque 

(25) 

4. 

5. (1 A” 
mkthode 1, convection et rayonnement 
mkthode 3 

Pour tous les cas de cette mkthode u = a9= sg. 

3.3 MCthode 3 

6. a(1 -1)’ mkthode 3. 

En plus des conditions aux limites de la mkthode 1, 
nous supposons que l’kquation de diffusion thermique 
est valable au centre (cf. I’Cquation (7)). 

Pour 7 < 1 les solutions sont identiques B la mkthode 1. 

Pour 7 = 1 nous obtenons: 

0 = 0,+(1-0,).(1-:)3 

R2 d@, * 
+:.p ~ 

u(n+l)’ dt 
.x(1 -:)’ (26) 

Plaque 0, = l-exp(-(15-fl).(Fo-Fo,)) 

zc 1 - exp( - 2,6(Fo- Fo,)) (27) 

Cylindre 0, = 1 - exp( - (22 -J244). (Fo - Fo,)) 

z 1 - exp( - 6,4(Fo- Fo,)) (28) 

Sphkre O,= l-exp(-(30-m).(Fo-Fo,)) 

z 1 - exp( - 1 l,O(Fo- Fo,)). (29) 

Pour cette mkthode, la diffusivitk thermique, a, dans 
le nombre de Fourier ne peut pas varier avec la 
tempkrature. 

1 
2P 

/ 

2c 

/ 

2s 

3.4 Comparaison uwc solutions analytiqu’e et numdrique 05 I.0 

Sur la Fig. 1, nous avons reprksentk la partie des i 

Cquations des profils qui dkpend de la distance a la 
surface, et cela pour les trois mkthodes. 

FIG. 2. Entrie en echelon. Nombre de Fourier en fonction 

La Fig. 2 donne la pknittration, 7, en fonction du 
de la p&n&ration relative. 1 = mkthode’. 2 = mkthode 2. 

P = plaque; C = cylindre; S = sphire. 

nombre de Fourier pour les deux premikres mtthodes 
c 

(la mkthode 3 est identique g la mkthode 1 pour 1 < 1). 
La diflirence des deux mkthodes semble Ctre im- 

Pour une plaque infiniement Cpaisse il y a une 

portante, mais quand nous prenons en considkration 
solution analytique, [6]: 

les kquations des profils, la diffkence est moindre. 0 = 1 - erf(x/JG). (30) 
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FO 

FIG. 3. Entree en echelon, plaque. Nombre de Fourier en 
fonction de la difference relative de temperature au centre. 
2 = mtthode 2; N = numerique; 3 = methode 3; 1 = 

methode 1. 

IO’-- 

FO 
05 

;: 

/I 

2 ,/’ 
N 

/‘3 
/’ ’ I 

,/= 

FIG. 4. Entr&e en kchelon, cylindre. Nombre de Fourier en 
fonction de la diff&rence relative de temperature au centre. 
2 =mCthode 2; N =numkique; 3 = mkthode 3; 1 = 

mkthode 1. 

Sur la Fig. 6 la solution analytique est comparee aux 
deux premieres methodes approximatives. Les deux 
mithodes suivent bien la solution analytique. En effet, 
Ies methodes approximatives peuvent etre reconnues 

comme approximations de la fonction erf: 

(31) 

Les Figs. 3-5 donnent Fo en fonction de 0, pour tous 
les differentes methodes et divers corps, en comparaison 
avec les solutions numeriques de Crank [6]. En general, 

les conclusions des figures sont que les methodes 
approximatives sont meilleures pour une plaque que 
pour un cyiindre ou une sphere, et que les deux 
dernibres methodes sont meilleures que la premiere. 

Fo 

I 
05 I.OL 

@c 
FIG. 5. Entree en ichelon, sphere. Nombre de Fourier en 
fonction de la diffkxence relative de temptrature au 
centre. 2 = mkthode 2; N = numkrique; 3 = mkthode 3; 

1 = mkthode 1. 

FIG. 6. Entree en Cchefon. plaque infiniement &pa&se: Diff& 

rence relative de tempkrature en fonction de x;Jz, 
1 = methode 1; 2 = mtthode 2; A = anaiytique. 
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4. CONVECTION A LA SURFACE 

Conditions aux limites : 

x=0 -A; = cr(S,-9) 

x = I(t) 9=9i, g=O 

d9 
x=R 

zG= 
0 

oh z est le coefficient superficiel de transmission 
thermique par convection. 

Le profil de temperature obtenu par l’tquation (9) 
est (cf. Fig. 1): 

xSl(t)<R:O=@,.(l-:)’ 

x > l(t) < R : 0 = 0 (33) 

I(t)=R:O=@,-;(I-@,)++,).(1-:)2 

oh 0, est la difference relative de temperature 

a la surface E 
B 1 

Bi = le nombre de Biot = 7 

TZ~._. 
20, 1 

l-0, Bi 

4.1 Pdndtration avant le centre 

D’apres l’equation (8) nous obtenons 

${,.;;::,J[l-&& 

-( 

1 _+-I) 0, 

5Bi ‘1-0, 111 = ;.~.(I-@). (34) 
P 

Cette equation peut etre resolue par une methode 
numerique. Si la conductivite est independante de la 
temperature, la solution est 

c2.t 
~ = Bi’Fo = A(@,) 
p.c,.3, 

-;. B(O,)+ 9 C(0,) (35) 

oh A(@,)=$.[&-l]+$ln(l-OJ (36) 

1 
B(@J = f (1 _ o,j3 

1 
:.------ 

(1 - 0,)s 

-:In(l-@,)+A (37) 

1 
C(W = :. (1 _ @,)‘$ 32 1 ___- 

-(1 

1 
+51-0,)2 -+&-ln(l-0,)-g. (38) 

,/ ‘, I I I I I I 
0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 OB 

@* 

FIG. 7. Convection. Bi’Fo en fonction de la difference rela- 
tive de temperature a la surface (c.f. equations (35)-(38)). La 
solution analytique pour une plaque a Cte tracee en tirets 

(A est la solution approximative pour le m&me cas). 

Les trois fonctions A, B et C sont representees sur la 
Fig. 7. Remarquons que, pour 0, -+ 1, les equations 
peuvent etre simplifiees: il suffit de considerer l’expres- 
sion avec le plus haut exposant pour (l-0,) dans 
chaque equation. 

Si i est une fonction de la temperature, par exemple 

JV = &.(l+mr.9+mz.92) (39) 

la solution pour une plaque est 

Bi’Fo = A(@J+~(m~.lJ,+m~.~~).((&- l>+ 

f3.(2m19,-2m19i+5m29,2- 6m29,& 

+ m&)0, + (40) 

+ (m29,2 - 2m29,9i + m29f)0f + 

f$(3m1LJg-2m19i$6m29~ 

- 6m29,9; + m29f) ln(1 - 0,). 

4.2 Comparaison avec une solution analytique 
Pour une plaque infiniement Cpaisse, il y a une solu- 

tion analytique, Crank [6], 

0 = 1-erfG)-exptf,,‘,o) 

“* [1-erf&+Bi2Fo)]. (41) 
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Pour x = 0 la solution est reprtsentee sur la Fig. 7, oh 
elle suit bien la solution approximative, A(@,). I1 est 
ici encore certainement possible de remplacer les 
fonctions erf dans I’eyuation (41) par une expression 
approximative de l’equation (31) ou (32). 

4.3 Pfhhration au centre 
D’aprb l’equation (8). nous obtenons 

Cette equation peut etre resolue par une methode 
numtrique. Si la conductivite i est independante de la 
temperature, la solution est: 

O,=i-(l-O,l)exp -~ 
i 

n+l 

1+B’ 

Bi(Fo - FoJ 
I 

(43) 

n+f 

oi O,i est la difference relative de temperature a la 
surface quand I(t) a atteint R(Fo = Fo,). 

5. RAYO~~EME~T 

Les conditions aux limites sont les mtmes que pour 
la convection, sauf yue la condition a la surface qui est: 

x=0: -;.%F.G.(Tg4-T4). 
c’x 

oh .p est le facteur de rayonnement qui est une fonction 

de la gtometrie et du facteur d’emission, 
D est la constante de St&fan, 
T est la temperature ambiante. 

Resoudre l’equation (8) pour r(t) < R est difficile. Pour 
cette raison nous ne donnons ici la solution que lorsque 
t(t) a atteint son maximum, R. 

Le profil obtenu a l’aide de l’equation (9) est 

le coefficient superficiel de transmission thermique I 
par I’approximation 

6. CORPS COMPOSES 

Si la condition a la limite a la surface est la meme 
pour tous les &es d’un corps, les temperatures peuvent 
Ctre obtenues par une methode indiquee par Luikov 
[7]. L’irquation g&n&ale que Luikov a prouve est 

ox,,,., = I - n (1 -O,,). (47) 
I = ,.,.I 

Par exemple, un parallelepipede peut &tre considere 
comme l’intersectjon de trois plaques infinies. 

La temperature d’un point X, _r. z est obtenue par les 
solutions des plaques infinies pour les coordonntes 
X. 1’ et z respectivement, mises dans I’equation (47). 

7. EXEMPLE 

Un cylindre d’acier (diametre 4 cm, longueur 4 cm). 
a une temperature de 825°C est plonge dans de I’huile 
B 25°C. Quelles sont les temperatures dans l’echantillon 
apt& 4 min? 

Supposons que x = 1000 W,/mZ’ C 
A = 40 Wjm”C 
p = 7800 kg/m3 

cp = 4500 J/kg% 

L’echantillon peut &tre considere comme I’intersection 
d’une plaque et dun cylindre. Utihsons la symetrie 
des corps. 

L’equation (33) donne: 

rR 1000 x 0.0412 (44) ‘,(I & = ;= ___..~o._-: . = 0,50 

ou 7* est la temperature relative, T/T,. 

JGT,~R 
Bi=------. 

/: 

D’apres l’equation (9) nous obtenons 

$= I-(l-6).exp 
n-t1 

- ___ Bi(Fo- Fo,) . Bi 1 , (45) 

It- 
t* + 3 

ou & est la temperature relative ?I la surface quand 
l(t) a atteint la valeur R(F0 = Fo,). 

Nous pouvons considerer que ti et Fo, sont respec- 
tivement egaux a 1 et 0 si le corps n’est pas Cpais. 

Dans le cas contraire, & et Fn, peuvent Ctre obtenus 
en utilisant la solution de convection en remplacant 

ce qui conduit a 0,) = 0,20. 
Le nombre de Fourier est : 

40 x 4 x 60 

7800 x 4500 x ‘$ 
i > 

z = 0,685 

plaque cylindre 
Equation (35). Fig. 7: Fo, = 0,156 0,i 18 

Equation (43) : 0, = 0.36 0,515 

Equation (33) donne pour les deux corps: 

plaque: 0 = 0,3h-~(I-0,36)(1-(l-.~)‘I 
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__----\ 

FIG. 8. Exemple. Temperatures obtenues par la methode 
approximative pour un Cchantillon d’acier a 4 min dans de 
I’huile. Entre parentheses temperatures calculees par une 

methode numtrique. 

Pour l’tchantillon considcrt comme I’intersection de la 

plaque et du cylindre, l’equation (47) donne: 

o:,; = 0,0194(5-(1-.;)2)(5-(1-;:,2, 

et S;,; =25+15,54(5-(1-:)2)(5-(1-;)2). 

Sur la Fig. 8, les temperatures les plus importantes 
sont donnees en comparaison avec les temperatures 
calcultes par une methode numerique (entre parenthe- 
ses). 

8. CONCLUSIONS 

L’intCr&t de la mCthode integrale est que, m&me pour 
les cas oh il n’y a pas de solution analytique, une 
solution rapide et souvent suffisamment exacte peut 

Ctre fournie. I1 est aussi parfois tres pratique d’avoir 
le profil de la temperature sous la forme d’un polynome, 
parce qu’il est alors facile de la d&river pour obtenir 

la densite de flux ou de l’integrer pour obtenir la 
quantite de chaleur. 
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Suede qui, sans le savoir, lui a donne la possibilitt d’effectuer 
ce travail pendant son service militaire. 

Pour les verifications numeriques et analytiques. ainsi 
que pour la designation des figures, I’utilisation de son 
ordinateur fut indispensable. 
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APPROXIMATE SOLUTIONS OF THE EQUATION OF HEAT CONDUCTION 

Abstract-Solutions of the differential equation for heat conduction are derived by an integral method. 
The temperature profile is by approximation represented by a polynomial. The cases treated are: 
(a) step increase of the surface temperature; (b) convection; (c) radiation, and this for slabs, cylinders, 

spheres and bodies composed by their intersections. 

NAHERUNGSLOSUNGEN VON WARMELEITUNGSGLEICHUNGEN 

Zusammenfassung-Losungen der Differentialgleichungen der Warmeleitung sind nach einem Nlherungs- 
verfahren abgeleitet. Das Temperaturprofil ist als Polynom angenahert. Fur Platten, Zylinder, Kugeln 
und Schnittkorper davon wurden folgende Falle behandelt: (a) stufenweise Erhohung der Oberfllchen- 

temperatur (b) Konvektion (c) Strahlung. 

IIPMljJ-IM’HCEHHbIE PEIIIEHMR YPABHEHMII TEIUIOIIPOBOAHOCTM 

AHHoTauHn - C IIOMOIQbK) HHTWpiZtJibHOr0 MeTOna nOJlyYeHb1 pCUlCHASl ~H@&JCHWlJlbHO~O 

,‘paBHeHllH TeIIJlOIIpOBOnHOCTH. TeMIIepaTypHblh IIpOCjNlJlb B IIpkl6JlH%2HHOM BAD? IIpeflCTaBJlCH 

ITOJWHOMOM. .&IS, ~,ESCTRHbl, UWWHL,,,a, U&Spa H Ten, COCTiiBJlCHHblX H3 3TllX WleMCHTOB, paCCMaTp&,- 

BZGOTCII: a) CKa’fKOO6pa3HOe YBCJlM’iCHMC TeMnepaTypbl IIOBCPXHOCTH. 6) KOHBCKUllS H B) ,,yWCTblir 

nepeeoc. 


