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SOLUTIONS APPROXIMATIVES DE
L’EQUATION DE DIFFUSION THERMIQUE

DAG THULIN
Skjutarevdgen 5, S-772 00 Griéngesberg, Suéde

(Recu le 24 juiller 1973)

Résumé —Les solutions de I’équation de la diffusion thermique sont données par une méthode intégrale.
Le profil de la température est représenté approximativement par un polynéme.

Les cas traités sont: (a) L'entrée en échelon de la température & la surface; (b) La convection;
(c) Le rayonnement. Ceci pour des plaques, des cylindres, des sphéres et des corps composés par leurs

intersections.
NOTATIONS s reor . —
o, différence relative de température
e . A g9
a, diffusivité thermique — [m?/s]; [sans dimensions];
p-Cp A, conductivité thermique [W/m°C];

A, c.f. équation (36); P densité [kg/m®];
b, coefficients, c.f. équation (9); o, constante de Stéfan, 5,7.10~ 8 [W/m?K*].
B, c.f. équation (37);
Bi, nombre de Biot (ou de Nusselt) Indices

*R ¢.F.TFR ‘ ' g, gaz, ambiant;

—— ou —————— [sans dimensions]; i, initial;

% ~ c, centre;

Cp, chaleur massique a pression constante 0, independant de la température;

[J/kg"C]; s, surface;
C, c.f. équation (38); 1, le profil juste pénétré au centre.
Z, facteur d’échange de rayonnement

[sans dimensions]; 1. INTRODUCTION
Fo, nombre de Fourier at/R* [sans dimensions]; LA soLuTION de I'équation de diffusion thermique ne
H, fonction‘génér.ale; peut étre obtenue que dans quelques cas par des solu-
i, pénétration (distance de la surface) [m]; tions analytiques. Dans les autres cas, il faut résoudre
I pénétration relative I/R [sans dimensions]; les équations a l'aide de méthodes numériques, ce qui
m, coefficients, c.f. équation (39); nécessite beaucoup de temps (ou de dépense, si I'on
n, coefficient, c.f. équation (7); utilise un ordinateur). La méthode intégrale peut étre
R, rayon ou distance au centre [m]; une alternative pratique, si une réponse absolument
t, temps [s]; exacte n'est pas nécessaire. Elle a été d’abord utilisée
T, température [K]; dans la théorie de la couche limite en convection forcée
3}. température relative T/T, [sans dimensions]; (voir par exemple Pohlhausen [1]). Goodman [2, 3] et
i, variable, c.f. équation (32); Hills [4] I'ont employée pour calculer la solidification.
. c.f. équation (47); Siddal [5] a trouvé des solutions dans quelques cas.
X, coordonnée [m]; Le premier exemple, d’'une plaque avec entrée en
;'g, distance relative de la surface x/I (pour I(t) = échelon de la température a la surface, est traité par lui.

R:x/R)[sans dimensions];
¥ coordonnée [m]; 2. THEORIE
z, coordonnée [m]; L’équation de diffusion thermique d’une plaque
%, coefficient superficiel de transmission thermi- ~ unidimensionelle est

que par convection [W/m?°C]; 6y ¢ o3
3, température [°C]; PCra = A (jL ‘ ﬁx> (M
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ol p est la densité

cp est la chaleur massique & pression constante

9 est la température

A est la conductivité thermique

X est la coordonnée.
Nous intégrons cette équation de la surface (x = 0)
jusqu’au milieu du solide (x = R):

o] Han [ 22
P-Co- w=0 0t Jemofx \éx
0X /=g 0x/e=0

Supposons que le gradient de température ¢3/dx soit
nul & une certaine distance {(t) de la surface, ce qui est
une approximation convenable.

L’équation {2) prend maintenant la forme:

o [ a9
e | @=9)dx= =22 3
p cpatJ;=0< ).dx ( 0x>x=o 3)

ol 9; est la température initiale.
Mais pour une fonction générale H, on sait que

°H _dH éH dlI

= — e 4

ot dr ol ode @
de sorte que
d [0 d! k)
— F=8).dx—(BFg=y—9) == —la.— 5
dtJ;=o( ) dx=@emi =) (a ax>x=o )
ol a est la diffusivité thermique,

£-Cp
Supposons que 3,-; = J; (ou, si /() = R == distance

au centre, que di/dr = 0), ce qui est une approximation.
On a alors

d [”” i)
de —0(9 ) dx <a a")x:o ©

v X=
La valeur maximale de /{t) est égale & R. Clest cette
équation intégrale que nous utiliserons. Dans des cas
plus généraux, comme les coardonnées radiales cylin-
drique et sphérique, I'’équation de diffusion thermique
s’écrit:

¢S 5( 69) nl &3
x<Ripop—=—\A—]- i

~

At 8x\ dx) R—x'ix

éd
£x

7

) &3 a (.
x=R: p.cpﬁ—t = (r:«i—l).a(A,
ol n = 0 pour une plaque

n = 1 pour un cylindre

n = 2 pour une sphére.
De la méme maniére que ci-dessus, nous obtenons
I’équation intégrale:

d (o x\* 29
= X} 9=90.dx=—la. ] . @8
a x=0<‘ R) (6=8,).dx (é ax>x=o ®
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Supposons maintenant que le profil de la température
ait la forme d’un polynoéme,

3 = bo+byx+byx?+bax b byxt+ ... {9)
ou les coefficients b sont fonction du temps. Pour
résoudre les termes de ce polyndme il faut que nous
ayons autant de conditions aux limites que le nombre
de termes de ce polyndme.

Deux de ses conditions aux limites ont été déja
utilisées pour obtenir I'équation intégrale, é3/0x =0
et § = 9; pour une distance /(t) de la surface.

3. ENTREE EN ECHELON DE LA TEMPERATURE
A LA SURFACE

3.1 Méthode 1
Conditions aux limites pour ¢t > 0
x=0 :9=3,
(3, est la température ambiante)
3= 8,‘
9 _
ox
as
Tox
Le profil de température donné par ’équation (9) est
(c.f. Fig. 1);
X< H1):0 =0, +(1—0,).(1 -3
x2l(1):®=0
ol X est la distance relative x/l{pour I(t) = R: x/R)
© est la différence relative de température.
De I'équation (8) nous obtenons:

*
Fo = 1%*/12
O.= 1 —exp(—3(Fo—Fo.) (12)

* *
Fo= 1%12-1%/36

(10)

*
Plaque [ < 1:

*

I =1

Cylindre ?< I (13)
1=1 ©=1-cxp(—8(Fo—Fo.))  (14)
Sphére 1< 1. Fo=1%/12— 131841480  (15)
T=1 @=1—cxp(—15(Fo—Fo)) (16)

*
ou Fo est le nombre de Fourier at/R? et [ est I(t)/R.
*
Pourl <1,®,=0.
Fo, est le nombre de Fourier quand I(t) est arrivé
au centre (solutions des équations (11), (13) et (15}
®

quand [ =1). Pour tous les cas de cette méthode
a = a‘g:gg,

3.2 Méthode 2

En plus des conditions aux limites de la méthode 1
nous supposons que Iéquation de diffusion thermique,
équation (7}, est valable & la surface, x = 0.
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Nous obtenons:

Plaque N *
xsl(t):@z®C+(1—G)c).(1—%.x+%.x3)} a7
x>1(t):©®=0

* *

l<1l :@=0, Fo=1?/8 (18)
*

I=1 :0.=1~—exp(—*¥(Fo—Fo.) (19)
Cylindre " " "
x§l(z):@=®c+(1—®c).(1—%.x——%.x2+§.x3)} 0)
x>1(t):®=0

% * *

l<1 :©,=0, Fo=4¢.12—1%5.1° (21)
%

I=1 :0,=1—exp(—*.(Fo—Fo,)) (22)
Sphére . % x
xél(t):@=®c+(1——®c).(l—x—x2+x3)} )
x>1(t):0=0

* * * *

I<1 :©.=0, Fo=%.1"-&. P +g5.1* (24)
*

=1 :0,=1—exp(—10.(Fo—Fo,)). (25)

Pour tous les cas de cette méthode a = ag=3,.

3.3 Méthode 3
En plus des conditions aux limites de la méthode 1,
nous supposons que 1'¢quation de diffusion thermique
est valable au centre (c.f. I'équation (7)).
*
Pour [ < 11es solutions sont identiques a la méthode 1.
*
Pour [ = 1 nous obtenons:
%
0=0.4+(1-0,).(1-x)

R* dO, *

*
] .x(1—x)?

+’z'a(n-H)' dt

Plaque ©,=1-exp(—(15—./153).(Fo—Fo,))

x 1 —exp(—2,6(Fo—Fo.))

Cylindre ©, =1 —exp(—(22—./244).(Fo— Fo,))

& 1l —exp(—64(Fo—Fo.) (28)
©,=1—exp(—(30—./360).(Fo—Fo,))

~ l—exp(—11,0(Fo—Fo.)). (29)

Pour cette méthode, la diffusivité thermique, a, dans
le nombre de Fourier ne peut pas varier avec la
température.

(26)

(27)

Sphére

3.4 Comparaison avec solutions analytique et numérigque

Sur la Fig. 1, nous avons représenté la partie des
équations des profils qui dépend de la distance a la
surface, et cela pour les trois méthodes.

*
La Fig. 2 donne la pénétration, I, en fonction du
nombre de Fourier pour les deux premiéres méthodes

(la méthode 3 est identique a la méthode 1 pour ? <1).
La différence des deux méthodes semble &tre im-
portante, mais quand nous prenons en considération
les équations des profils, la différence est moindre.
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F1G. 1. Partie des équations des profils dépendant seulement
de la distance de la surface

11— 52*» ¥ + X*  méthode 2, sphére

2. 1—%x—3x?+%x* méthode 2, cylindre

3.1-3F 448 méthode 2, plaque

4. (1— ;)2 meéthode 1, convection et rayonnement
5.(1-%2 méthode 3
6. ¥(1-%)? méthode 3.

F1G. 2. Entrée en échelon. Nombre de Fourier en fonction
de la pénétration relative. 1 = méthode!. 2 = méthode 2.
P = plaque; C = cylindre; S = sphére.

Pour une plaque infiniement épaisse il y a une
solution analytique, [6]:

O = 1—erf(x/\/4at). (30)
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2.0

F1G. 3. Entrée en échelon, plaque. Nombre de Fourier en

fonction de la différence relative de température au centre.

2 = méthode 2; N = numérique; 3 =méthode 3; [ =
méthode 1.

Fo

F1G. 4. Entrée en échelon, cylindre. Nombre de Fourier en

fonction de la différence relative de température au centre,

2 = méthode 2; N = numérique; 3 = méthode 3; 1=
méthode 1.

Sur la Fig. 6 la solution analytique est comparée aux
deux premiéres méthodes approximatives. Les deux
méthodes suivent bien la solution analytique. En effet,
les méthodes approximatives peuvent &tre reconnues

comme approximations de la fonction erf:

2
N L
erf(u) ~ V33 e (31)
u%vﬁz 1
3
PN .
erflu) ~ A2 W2k @)
uzJ2: 1

Les Figs. 3-5 donnent Fo en fonction de ®, pour tous
les différentes méthodes et divers corps, en comparaison
avec les solutions numériques de Crank [6]. En général,
les conclusions des figures sont que les méthodes
approximatives sont meilleures pour une plaque que
pour un cylindre ou une sphére, et que les deux
derniéres méthodes sont meilleures que la premiére.

Fo

F1G. 5. Entrée en échelon, sphére. Nombre de Fourier en

fonction de la difference relative de température au

centre. 2 = méthode 2; N = numérique; 3 = méthode 3;
1 = méthode 1.

FiG. 6. Entrée en échelon, plaque infiniement épaisse. Diffé-

rence relative de température en fonction de xj\/Za“t.
1 = méthode 1; 2 = méthode 2; A = analytique.
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4. CONVECTION A LA SURFACE
Conditions aux limites:

03
x=0  —Az=a(d-9)
x = I(t) 5=, 2_o
0x
o9
x=R a=0

ou o est le coefficient superficiel de transmission
thermique par convection.

Le profil de température obtenu par 'équation (9)
est (c.f. Fig. 1):

X<l <R:0=0,.(1-x)?

x>l)<R:@=0 (33)

Bi Bi *
I{)=R: 0 = 95—71(1 -0, +?l(1 -0,).(1—x)?
ot O est la différence relative de température
3—9;
a1 f:
4 la surface 3,-3,
Bi = le nombre de Biot = %
7 _ 20, 1
T 1-0, Bi

4.1 Pénétration avant le centre

Draprés 'équation (8) nous obtenons
d [ .07 no 0
dt {o.(1-8y) 2Bi 1-0,

.(1—"(”_,1). ©. )}}:3. -
5Bi 1-0; 2 p.c

Cette équation peut &tre résolue par une méthode
numérique. Si la conductivité est indépendante de la
température, la solution est

Q). (34

2

at.t
= Bi’Fo = A(®y)
p.Cpt
n n{n—1)
—E.B(G)SH— 3B C(O) (35

. 1

ou A(®S)=§.[m—l:l+%ln(l—®s) (36)
B(©,) =3 ! ; !

T1-0)p (-0,
—:‘;ln(l —@s)-’rrsg (37)
1 1

_ 1 32
€O =3 ey # i e,

1
+3————+15In(1-0,)—43.

(1-9,)? (8

00l

0-00I —

| | I | | |
[eX] 062 03 04 05 06

8,

Fi1G. 7. Convection. Bi’Fo en fonction de la difference rela-

tive de température a la surface (c.f. équations (35)—(38)). La

solution analytique pour une plaque a été tracée en tirets
(A est la solution approximative pour le méme cas).

] |
07 08

Les trois fonctions A, B et C sont représentées sur la
Fig. 7. Remarquons que, pour ®;— 1, les équations
peuvent étre simplifiées: il suffit de considerer 'expres-
sion avec le plus haut exposant pour (1—©,) dans
chaque équation.

Si 4 est une fonction de la température, par exemple

).=)»o.(1+m1.9+m2.82) (39)
la solution pour une plaque est
. 1
Bi*Fo = A(®,) +4(my.9,+m,.92). ((I—TS)E _ 1) +
+ % . (2m199 — 2m19,~ + Sstg - 6m2999,-
+my8)0,+  (40)

+ (m29g2 - 2m2953i + leg,Z)@)f +
+3(3m19,—2m, 9;+ 6m,92
—6m;9,9;+ m,3?) In(1 — ©,).
4.2 Comparaison avec une solution analytique

Pour une plaque infiniement épaisse, il y a une solu-
tion analytique, Crank [6],

X > —exp <§ + Bi2Fo>
4ar A

‘u [l—erf X +Bi2Fo>]. 1)

dat

O =1-—erf
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Pour x = 0 la solution est représentée sur la Fig. 7, ou
elle suit bien la solution approximative, A(®,). I est
ici encore certainement possible de remplacer les
fonctions erf dans P’équation (41) par une expression
approximative de 'équation (31) ou (32).

4.3 Pénétration au centre
D’aprés 'équation (8), nous obtenons

di1—-0, 1+ B Bi _
dt| n+1’ n+3/]

Cette équation peut &tre résolue par une méthode
numérique. Si la conductivité 4 est indépendante de la
température, la solution est:

A{1-0,). 2

Rpc p

i n+1 .
O, =1-{1-0O,)exp —731(F()—F()C) (43)
i
T+
n+3
ol Oy, est la différence relative de température a la
surface quand /(t) a atteint R(Fo = Fo,).

5. RAYONNEMENT

Les conditions aux limites sont les mémes que pour
la convection, sauf que la condition 4 la surface qui est:
x=0:-4. iz: F .o (T}~THY,

x

ol # est le facteur de rayonnement qui est une fonction
de la géométrie et du facteur d’émission,

o est la constante de Stéfan,

T est la température ambiante.
Résoudre 'équation (8) pour I{t) < R est difficile. Pour
cette raison nous ne donnons ici la solution que lorsque
I(¢) a atteint son maximum, R.

Le profil obtenu a l'aide de 'équation (9) est

* * Bi * Bi
T=Ts—?l.(l—-7;4)+51.(1—7"4) (=22, (44)
*
ou T est la température relative, T/T,.
Bi FoT/R
| = .
A

Draprés 'équation (9), nous obtenons

41
T4 = 1—(1—T4). exp[ —"—g.«Bi(Fo—Fog} (45)
I

n+3
*
ot T,y est la température relative a la surface quand
I(t) a atteint la valeur R(Fo = Fo,).
*

Nous pouvons considérer que Ty, et Fo, sont respec-
tivement égaux a 1 et O si le corps n'est pas épais.
P

Dans le cas contraire, T, et Fo, peuvent étre obtenus
en utilisant la solution de convection en remplacant

DAG THULIN

le coefficient superficiel de transmission thermique x
par 'approximation
{46)

ax F.6 TP+ TH AT+ T,

6. CORPS COMPOSES
Si la condition a la limite & la surface est la méme
pour tous les cotés d’un corps, les températures peuvent
8tre obtenues par une méthode indiquée par Luikov
[7]. L'é¢quation générale que Luikov a prouvé est

ex.,\a: =]1— l—[ (1 "‘®v)~

[ -

47)

Par exemple, un parallélépipéde peut 8tre considéré
comme lintersection de trois plaques infinies.

La température d’un point x, y, z est obtenue par les
solutions des plaques infinies pour les coordonnées
X, y et z respectivement, mises dans I'équation (47).

7. EXEMPLE
Un cylindre d’acier (diameétre 4cm, longueur 4 cm),
A une température de 825°C, est plongé dans de I'huile
425°C. Quelles sont les températures dans I'échantillon
aprés 4 min?

Supposons que x = 1000 W/m*"C
A =40 W/m"C
p = 7800kg/m>
cp = 4500 J/kg"C.

L’échantillon peut &tre considéré comme ['intersection
d'une plaque et d’un cylindre. Utilisons la symétrie
des corps.
L’équation {33} donne:
2.0, 1 aR 1000 x 0.04/2
L2 on Bi= o T NS = 0,50
1—-0,; Bi / 40
ce qui conduit 2 O = 0.20.
Le nombre de Fourier est:

- 40 x 4
Foo H_ M X X_é?__‘o,sss

R pe,R2 04
pee 7800><4500><( s >

plague cylindre
Equation (35), Fig. 7: Fo. = 0,156 0,118
Equation {43) @, = 036 0,515

Equation {33) donne pour les deux corps:

0,5 | *
plaque: © = O,36~T(l—0,36)(1-(1~x) )

0.5
cylindre: © = 0,515~ =~ (1-0.515)(1—(1 -
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273(2 73)°—K

336(337)

_ | 413418y
lX \—/

4cm

Fi1G. 8. Exemple. Températures obtenues par la méthode

approximative pour un échantillon d’acier a 4 min dans de

Phuile. Entre parenthéses températures calculées par une
méthode numérique.

Pour I'échantillon considéré comme I'intersection de la
plaque et du cylindre, I'équation (47) donne:

O1,; = 0.0194(5— (1= 9))(5— (1 -J)?)
et 8g,5 = 25+1554(5— (1 - X)) (5— (1 =),
Sur la Fig. 8, les températures les plus importantes
sont données en comparaison avec les températures
calculées par une méthode numérique (entre parenthe-
ses).
8. CONCLUSIONS
L’intérét de la méthode intégrale est que, méme pour

les cas ou il n’y a pas de solution analytique, une
solution rapide et souvent suffisamment exacte peut

étre fournie. Il est aussi parfois trés pratique d’avoir
le profil de la température sous la forme d’un polynéme,
parce qu’il est alors facile de la dériver pour obtenir
la densite¢ de flux ou de lintégrer pour obtenir la
quantité de chaleur.
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REFERENCES

1. K. Pohlhausen, Zur niherungsweisen Integration der
Differentialgleichung der laminaren Grenzschicht, Z.
Angew. Math. Mech. 1, 252-8 (1921).

2. T. R. Goodman, The heat balance integral and its
application to problems involving a change of phase,
Trans. Am. Inst. Mech. Engrs. 80, 335-42 (1958).

3. T. R. Goodman, The heat balance integral—further
considerations and refinements, J. Heat Transfer 83,
836 (1961).

4. A. W. D. Hills, Heat and Mass Transfer in Process
Metallurgy, pp. 141-171. London (1967).

5. R. G. Siddal, Simple approximate solutions of the
equation of heat ‘conduction, Fuel Soc. JI. 13, 19-27
(1962).

6. J. Crank, The Mathematics of Diffusion. Clarendon Press,
London (1957).

7. A. V. Luikov, Analytical Heat Diffusion Theory, pp. 283~
288. Academic Press, New York (1968).

APPROXIMATE SOLUTIONS OF THE EQUATION OF HEAT CONDUCTION

Abstract—Solutions of the differential equation for heat conduction are derived by an integral method.

The temperature profile is by approximation represented by a polynomial. The cases treated are:

{a) step increase of the surface temperature; (b) convection; (c) radiation, and this for slabs, cylinders,
spheres and bodies composed by their intersections.

NAHERUNGSLOSUNGEN VON WARMELEITUNGSGLEICHUNGEN

Zusammenfassung — Losungen der Differentialgleichungen der Wirmeleitung sind nach einem Néherungs-

verfahren abgeleitet. Das Temperaturprofil ist als Polynom angenihert. Fiir Platten, Zylinder, Kugeln

und Schnittkérper davon wurden folgende Fille behandelt: (a) stufenweise Erhdhung der Oberfliichen-
temperatur (b) Konvektion (c) Strahlung.

NPUBJIVXXEHHBIE PEHIEHUS ¥YPABHEHWA TEIMNJICITPOBOAHOCTU

Annoraunsi — C IIOMOLUBIO MHTErpajbHOTO MeEroJa [MOJYHEHbl pelleHHs AudpepeHHanbHOTO

YPaBHEHHSI TENONPOBOAHOCTH. TemnepaTypHslii NMpoduib B NPHONHKEHHOM BHIE NpPEACTaBieH

MOJIMHOMOM. 1151 n1aCTHHbBI, UMJIMHAPA, Luapa U TeJl, COCTABIIEHHbIX U3 3THX 3JIEMEHTOB, pacCMaTPH-

BAIOTCA: @) CKaykooOpa3HOe yBENHYEHUE TEMNEPATYPbl TIOBEPXHOCTH, ) KOHBEKUMUS W B) JIy4HCThIi
MepPEeHocC.



